Miguel Reyes, Dpto. de Matemdtica Aplicada, FI-UPM. 2011/2012

6. INTEGRALES DE LINEA

6.1. Integrales de linea de campos vectoriales

Campos vectoriales

Un campo o funcién vectorial es una aplicacién F' : D — R", D C R", n > 2.
En los casos particulares n = 2, 3 se usara la notacién:

n=2 = F(z,y) = (P(z,y), Qz,y)) = P(z,y)i+ Q(z,y)]
n=3 = F(x,y,2) = (P(x,y,2), Q(z,y,2), R(z,y,2)) = P(x,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(x,y, 2)k

y, en general:

F(z1,29,...,2n) = (fi(z1,22,...,2p), fo(x1,22,...,Tn), ..., fu(T1,22,...,20))

Integral de linea de un campo vectorial

Sea 7 C R™ una curva (simple y suave a trozos) parametrizada por o : [a,b] — R" y sea
F:D— R" con~vy CD CR" un campo vectorial. Se define la integral de linea de F' sobre ~
como:

[des:/abF(oz(t))-a’(t) dt

siempre que esta integral exista (como integral propia o impropia). El simbolo de producto

” "

indica producto escalar

Notacion

1. Cuando la curva 7 es cerrada, la integral se representa: fv Fds

2. Si F = (f1,f2,..., fn) y a(t) = (z1(t), x2(t),...,xn(t)), entonces:

AFds:/ (Zfz )dt /ab(flx’l—l—fgm’g—i-...—l—fnx;l)dt

y la integral se suele representar por: f7 Fds = f7 fidxy + fodxo + ... + fndzy,.
FEn los casos n = 2 y n = 3 seria:

/ P(z,y)dr +Q(z,y)dy vy / P(z,y,z)dz + Q(z,y,2) dy + R(z,y, z) dz
Y Y

Ejemplos

1. Calcula la integral de linea de F'(z,y) = (\/y, 3+ y) VYit (x3+y)j alo largo de las curvas:
(a) y1 parametrizada por a(t) = (¢, t), 0 < t < 1; (b) 72 parametrizada por a(t) = (t2,13),
0 <t < 1. Extrae conclusiones del resultado obtenido.

2. Calcula I = fvmdx + ydy + zdz, donde ~ estd parametrizada por «(t) = (¢,cost,sint),
0<t<2m.

Propiedades
1. Linealidad: Siy CR", ;G : D — R" con vy C D CR" y A\, u € R, entonces

/()\F+MG)ds:/\/Fds+u/Gds
gl g g
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2. Adicién de caminos: Si 1,72 C R™ son dos caminos con v; Ny = {P}, siendo P el
extremo de 7 y el origen de v2, y F' : D — R", con 71,72 C D C R", entonces:

/ Fds = Fds+ Fds
y1Uvy2 Y1 Y2

3. Independencia de la parametrizacion: La integral de linea no depende de la parametriza-
cion elegida para la curva, siempre que dicha parametrizacién conserve la orientacion de la
curva. Es decir, si @ : [a,b] — R™ y 8 : [¢,d] — R™ son dos parametrizaciones con la
misma orientacién de la misma curva vy CR", y F' : D — R™, con v C D C R", entonces:

/ Fds = / Fds
(@) ~(8)

4. Dependencia de la orientacion: Si se invierte la orientacién de la curva, la integral de

linea cambia de signo:
/ Fds=— / Fds
- v

Sea ' : D — R", D C R™ un campo de fuerzas (electromagnético, gravitacional, etc.) que en
cada punto x € D proporciona el vector F(x) de la fuerza en ese punto, y sea v C D una curva
con origen A y extremo B. Entonces, la integral de linea de F' sobre =y es el trabajo necesario para
llevar una particula de masa unidad de A a B a lo largo +.

Interpretacion fisica

Ejemplo

Sea F(z,y,z) = yi — xj + zk un campo de fuerzas en R3, y sea 7 la curva parametrizada por
a(t) = (t2,t,1+1t), —1 < t < 2. Calcula el trabajo necesario para mover una particula de tamafio
unidad a lo largo de ~.

Relacion entre la integral de linea y la integral curvilinea

Sea v C R" una curvay F : D — R", con v C D C R”, un campo vectorial. La integral de
linea de F' sobre v coincide con la integral curvilinea sobre v de la proyecciéon del campo F' sobre
la tangente a la curva en cada punto:

/Fds: /proyWFds
gl ¥

1. Calcula el valor de las siguientes integrales de linea:

Ejercicios

(a) fczdy — ydx, donde C' es la circunferencia unidad centrada en el origen y orientada
positivamente.

(b) fv r?zdx + ydy — dz, donde 7 es el trozo de la pardbola z = y? (en el plano z = 1) que
va desde (1,—1,1) a (1,2,4).

(c) an ydx + (3y® — x)dy + 2z dz, donde C,, es la curva parametrizada por a(t) = (¢,t", 1),
0<t<1l, neN.

Soluciones y/o sugerencias a los ejercicios:

1. (a) 27; (b) %3; (c) ﬁ.



